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Inhoud:

1. Tweedimensionale normale verdeling in
het algemeen.

2. Toets van HOTELLING voor het middelpunt
van een tweedimensionale normale verdeling.

3. Toets van HOTELLING voor twee steekproeven,

I, Toets voor de correlatieco&ffici®&nt van
een tweedimensionale normale verdelilng.

5. Toets voor het verschil van de correlaﬁie*
coeffliciénten van twee steekproeven.

6. Toets om na te gaan, of ecen tweedimensio-
nale verdeling normaal 1is.

1953.

) Dit memorandum is slechts bedoeld ter ori&ntatie en streeft niet
naar volledigheid of volledige exactheid.



17 Tweedimensionale normale verdeling in het algemeen,

De algemene gedaante van de verdelingsdichtheid van een twee-
dimensionale normale verdeling is:

— M\ Xi—f1 X - M ’(n"“& ‘
1 MZCJI-QZ) {C(i 0'4&“> — ~8 1“"1 1 T2 ’-+< “% 2> }
(1) f(&:xg):zwqdiml e

Hierin komen de volgende vijf parameters voor:

‘ H{mg& = mathematische verwachting /l)

o; :\/é(gg, -—-M)l = spreiding van Xi,

} overeenkomstige grootheden voor X, ,

A F

1<

= — QG — = correlatieco€fficiént van X, en
1 2

Het punt ()w.\, ;) noemen wij het middelpunt van de verdeling.

De parameter © 1s een maat voor de afhankell jkhelid wvan de
varlabelen X, en X,. Als@=0 zijn de twee varlabelen stochastisch
onafhankeli jk, alslgﬂzﬂ zlJjn de wvariabelen lineair wafhankelijk,
d.w.z. dat er een rechte 1lijn in het(}q)xaj~vlak 1is, waar het
stochastische punt (2{1 ,..X_.Qmet wh 1 op ligt.

Indien wil]j beschikken over een steekproef van onafhankelil jke

waarnemingen ( X;i,X,i) ({=1,....,N) uit de verdeling, kunnen wij de
parameters op de volgende wiljze schatten:

(spreiding van de waarnemingen
van X ),

T ~ 2
Jd, door S, = \/....J........Z_ (Xﬂ - XZ) (spr‘eic)iing van de waarnemingen
| ' van X
VA

(correlatieco&ffici&nt van de waarne-
mingen van X, en X, ).
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4) De mathematische verwochting van een grootheid wordt ook wel
zijn (theoretische) gemiddelde genoemd.



_0_

Toets van HOTE

NG voor het middelpunt van een tweedlimensionale
normale verdeling.

Deze toets 1s een generalisatie van de toets van STUDENT voor
het gemiddelde van een normale verdeling
(M 8)).

Gegeven zlj een steekproefl (X,g,KzL\ (t=1t,...,Mvan onafhanke-
11 jke waarnemingen ult een tweedimensionale normale verdeling.

De te toetsen hypothese Ho is, dat een gegeven punt (/4.,,, fux)
het middelpunt van de verdeling is.

De toetsingsgrootheid 1is de j?zvan HOTELLING, gedeflinleerd
als volgt:

(1) _ M.—.- >....... 25(21---}11)(31“"‘"2) (z“H‘!)}

1 S 2;

(zie Memorandum S 47

Als de nulhypothese juist is, zal

verdeeld zijn als de I' van FISHER-SNEDECOR met Vy=2en Y%=n-2 vrij-
heidsgraden (zie Memorandum S 53 (M 24)).

De kritleke zone 1s van het type 7_:2 ..?_,_:T:en komt dan overeen
met een tweezljdige toets van STUDENT.

Litteratuur: A . HALD, Statistical Theory with engineering applic-
ations, New York and London, 1952, p. 607.
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3 Toets van HOT

ELLING voor twee steekproeven.

De toets 1is een generalisatie van de toets van STUDENT voor
twee steekproeven (zie Memorandum S 47 (M 9)). Zij wordt ge-
bruikt voor het toetsen van de hypothese H, dat twee steekproeven
(xai > xzﬂ(i“ L G n) en (y,j X Yzﬂ (J=1,.. ,,m)beschouwd kunnen worden als
steekproeven ult dezelfde tweedimensionale normale verdeliln

Als toetsingsgrootheld wordt hierblj gebruikt de 1T2van
HOTELLING voor twee steekproeven:

iy @

(6)

de verdeling van de;f van FISHER-SNEDECOR met V=2 en V,sM+MN=~-3 vrij-
heldsgraden.,

De kritieke zone is van het type Tz 2 T: en komt dan overeen
met een tweeziljdige toets van STUDENT.

Litteratuur: A.HALD, Statistical Theory with engineering applic-
ations, New York and London, 1952, p. 616.
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Toets voor de correlatieco&fficlé&nt van een tweedimenslonale
normale verdeling

De te toetsen hypothesefH, is, dat de (theoretische) corre-
latliecoEffici€nt van een tweedimensionale normale verdeling ge-
getal @ .

Gegeven zlj weer een steekproef (X ,Xz.:.) (L=1,.., M) van onaf-

lijk 1is aan een gegeven

hankell jke waarnemingen uilt de verdeling.

De toetsingsgrootheid is de correlatieco&fficlié&€nt I' van deze
waarnemingen, gedefinieerd in (3).

De verdeling van { 1s voor de waarden van ¢ (0,0(0,1)0,9) en
m3(1)25,50,100,200,400 getabelleerd door F.N.DAVID (zie littera-

tU.U;P ) *

De kritieke zone (tweezijdig) bij een gegeven onbetrouwbaar-
heid X, bestaat uit de intervallen ' yrespectievelijk D2 &, be-
paald door:

: ‘ , T |
Plrsnie] = 5 0 resp. PLI2 Biel=3z%
Bij eenzijdige toetsing is de kritieke zone van het type rzr
"rcebtazi jdig), »a bepaald door:

Foor>nle] = e

L‘

Voor grote waarden van n maakt men gebrulk van het feit, dat

1 |+ ] b+
Ewlmr‘ = 131513 Og — T

(8 ==

i

biJ benadering normaal verdeeld is met gemiddelde:

s _ 4y I+0@
(9) ?“ lhimq

en spreiding

(10) g, =

Lt

Litteratuur:

A HALD, Statist?! -1 Theory with engineering applications,
New York and London, 1952, p. 608.

F.N,DAVID, Tables of the Ordinates and Probability integral
of the distribution of the correlation coefficient in
small samples, London, 1938.



6 Toets na gaan, of tweedimenslonale verdeling normaal 13.

—

Gegeven 1s een steekproef ( X, , X2 )(i=1,...,Mm) ., Wij wensen

de hypothese H, te toetsen, dat dit een steekproef is uit een
tweedimensionale normale verdeling. Hlertoe berekenen we de
grootheden X,, X, , $,, Si en £ volgens (3).

Beschouw nu blj een A s gegeven door

_ L),
P - "2
(13) 1—e T <¢

de ellips:

De lange as gaat door het punt (R&;) en heeft een helling

gegeven door:

De normale verdeling met Pa= My, Ba= m,,% = 35; ,0;=3; en =T
noemt men de aangepaste normale verdeling. Voor deze verdeling
geldt, dat de kans op een waarnemingen binnen de door (13) en
(14) gegeven ellips gelijk aan & is. Verder 1s deze verdeling
metrisch t.o.v. de assen van die ellips.

Wij construeren nu de ellips gegeven door (13) en (14) woor
een aantal waarden van &€ b.v.: € = 6--'-,% IR g . De ellipsen met
hun gemeenschappelijke assen verdelen dan het platte vlak in 24
vakken, De verwachtingen volgens de aangepaste normale verdeling
van de aantallen punten binnen deze vakken zijn dan 3"‘4?1, Wij tel-
len nu de aantallen waargenomen punten die in leder der vakken
liggen, aan te duiden met My ,My,--.," en berekenen:

- 208

24 T

Sy

Als Ho Julist 1is, zal deze groothelid voor grote N bij benadering
een X“ -verdeling hebben met 24-6=18 vrijheidsgraden (er zijn 5
parameters aangepast ; men vergellJke hiervoor het memorandum

S 47 (M 17) over de Xz -toets voor aanpassing). Wij zullen de hy-
pothese H, verwerpen als XI groter 1s dan X: gedeflnleerd cdocor

'P[_r%)(:_]::oc

als of de gewenste onbetrouwbaarheidsdrempel 1is.

_ W: A HALD, Statistical Theory with engineering applic-
ations, New York and London, 1952, p. 502,



